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大数据下图三角计算的研究进展
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摘 要：图三角数量的计算是计算网络聚集系数和传递性的重要步骤，广泛应用于重要角色识别、垃圾邮件检

测、社区发现、生物检测等。在大数据背景下，计算图中三角形算法主要面临时空消耗和计算准确性两大难题。

介绍了代表性的大图中计算三角形的算法，主要存在准确计算和近似计算两大类。 准确计算算法又分为内存

算法、外存算法和分布式算法，时空消耗或 I／O 消耗很大。 近似计算算法中，有辅助算法、非流式算法和流式算

法之分。 最后对计算三角形算法进行了归纳总结。
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Research progress of triangle counting in big data
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Abstract： Counting triangles in a graph is an important step to calculate the clustering coefficient and the

transitivity ratio of the network， which is widely used in important role identification， spam detection， community

discovery， biological detection etc. Counting triangles algorithm is mainly faced with two major problems of

space-time consumption and accuracy. The representative algorithm of the counting triangles in the big graph was

introduced. There existed two kinds of algorithms， which were exact counting algorithm and approximate counting

algorithm. Exact counting algorithms were divided into internal memory algorithm， external memory algorithm and

distributed algorithm. The space-time consumption or I／O consumption of exact counting algorithm was very large.

Approximate counting algorithms were divided into auxiliary algorithm， static algorithm and streaming algorithm. In

the end， the counting triangles algorithms were summarized.
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1 引言

随着网络技术和社会网络服务的发展，网络中的数据

量和信息量越来越大。 在这种大数据的环境下，对数据的

分析和挖掘显得尤为重要。 近年来，对有大规模数据的网

络的分析得到越来越多的关注。 计算机学科的数据结构图

可以作为很多种网络的模型， 如万维网、P2P 网络和社交

网络等都可以用含有特定信息的图作为它们的模型。 对网

络的分析逐渐转化为对保存网络重要信息的图的分析。 由

于网络中的关系和个体数量非常多，所以作为其模型的图

的规模也很大。

社会网络的同质性和传递性产生了对图中三角形的
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研究。 图中的三角形是复杂网络分析的重要角色，不论是

来自社会交互、计算机交流、金融交易、蛋白质还是生态学

网络，其中三角形的数量都是巨大的，它在这些领域中有

着非常广泛的应用。通过三角形的分布可以区分哪些是垃

圾邮件的主人。 角色行为识别中，通过使用者参与的三角

形的数量可以判断这个使用者的地位。生物信息学中的主

题检测需要计算三元组的频率。三角形巨大的数量可以与

蛋白质交互网络的拓扑结构和功能性相联系。三角形各点

度数之间的关系也可以作为基础图的描述符， 在数据库

中，三角形也有具体的应用。

目前图中三角形的计算主要分为准确计算 （exact

counting）和近似计算（approximate counting）两种类型。 准

确计算可以准确地计算图中三角形的数量 ， 对于大图

来说 ，规模很大 ，所以计算的时空消耗很大 ，外存算法的

I／O 消耗也会很大 。 研究人员的重点就是在保持准确计

算的情况下，减少时空消耗和 I／O 次数。 近年来 ，分布式

框架 MapReduce 的出现， 也使很多研究人员研究此框架

下的计算三角形算法。 相较而言，近似计算比准确计算的

实际应用更广泛，同时空间消耗较少。在保持一定准确度的

情况下，研究人员对近似计算三角形数量更感兴趣。 对于

近似计算，大部分的研究者将重点放在采样上，通过一定的

采样方法证实， 采样得到的三角形数量与实际数量的差值

很小，同时将时间空间的复杂度降低。 目前，采样方法很

多，各有所长。 准确计算三角形算法的部分关键点也可以

用在近似计算算法上。 如上文所述，随着互联网的快速发

展，大规模的图不断涌现，在图流中使用限制的内存来估

算三角形的数量，这个问题的研究意义越来越显著，同时

难度也越来越大。

2 图三角的基本概念

定义 1 （三角形 ）给定一个图 G=（V，E），它包含了一

个顶点集合 V、 一个边的集合 E，|V|和 |E|分别表示顶点和

边的个数。 如果顶点 u、υ、w∈V ，边｛u，υ｝、｛υ，w｝、｛w，u｝∈E，

那么 3 个顶点和 3 条边组成一个三角形，称为 ∆uυw。

定义 2 （三角形的实际数量、准确数量和估算数量）

用 T 表示图 G 中三角形的实际数量，用 t 表示通过准确算

法得出的图 G 中三角形的数量， 用 T＇表示通过估计算法

得出的图 G 中三角形的数量。

定义 3 （度和邻域 ）顶点 υ 的邻域 Γ（υ）表示所有与

顶点 υ 相邻的点，满足 Γ（υ）=｛u∈V：（u，υ）∈E｝。 顶点 υ 的度

d（υ）是顶点 υ 连接的所有边的个数或者是它的邻域，满足

d（υ）=|Γ（υ）|。 图 G 最大的度 dmax（G）是指图中顶点最大的度，

即 dmax（G）=max｛d（υ）：υ∈V｝。 m、n 分别表示图中边 、点的个

数，顶点的度和图中的边数满足
υ∈V
∑d（υ）=2m。 入度和出度

是对于有向图来说的，一个顶点的入度等于被所有箭头所

指的数量，一个顶点的出度等于被所有箭尾所指的数量。

定义 4 （（1+ε）-approximation）返回 q 的以 ε 为因子

的估计值 q＇，当 q 满足（1-ε）q≤q＇≤（1+ε）q，其中，ε＜0。

定义 5 （（ε， δ）-approximation）返回 q 的以 ε、δ 为因子

的估计值 q＇，当 q 至少以 1-δ 的可能性满足，（1-ε）q≤q＇≤

（1+ε）q，其中，ε＜0，δ＜1。

定义 6 （图流）图中的边是以一串流的形式加入的。

3 图三角的准确计算

图三角的计算有准确计算和近似计算两种类型。准确计

算图三角算法目前有内存算法、外存算法、分布式算法 3 类。

内存算法指当内存能容纳整个图，可以在内存中将图中的三

角形计算出来的算法；外存算法是指当图的规模很大，不能

全部存入内存进行计算时，通过一定的策略将图分为几个部

分存入内存进行计算，这种算法会产生一定数量的 I／O 操作；

分布式算法是指用分布式框架来计算图中三角形数量，目前

主要采用 MapReduce 框架。 内存算法中除了具有代表性的

Node-iterator［1］和 Edge-iterator算法，还有 Matrix-multiplication［2］

算法。 基于点边迭代和矩阵相乘也出现了一系列改进的算

法 ，有 AYZ ［3］、Node-iterator-core ［4］、Forward ［5］、Forward-hashed

［6］、Compact-forward［7］。 时隔多年又出现了结合点边迭代的

Combined Iterator［8］算法。 本文将介绍两个外存算法：Chu 和

Cheng［9］提出的基于图划分的算法和 Hu［10］提出的有效 I／O

的算法。 近些年来，随着分布式框架的应用，出现了基于

MapReduce 框架的 GP［11］、TTP［12］以及 CTTP［13］算法。 目前出

现的准确计算图三角算法都应用在静态图上。 以下将一一

介绍。

3.1 内存算法

内存算法最初适用于规模比较小的图，小图完全可以

存入计算机内存中，并进行计算。 内存算法最先找到了如

何使用计算机解决三角形计算问题的方法，并且不断地在

算法细节中得到突破，以减少运行时空成本。其中，基本迭

代算法简单，但成本高，不适合规模大的图。 Fast Common

Neighbor Iteration 算法通过混合线性扫描二分法和分段索
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表 1 DGP、RGP 和 MGT 的比较

数据集
I／O 操作数 运行时间／s

DGP RGP MGT DGP RGP MGT

LJ 1 053 594 1 257 411 307 893 109.562 156.757 19.053 35

BTC 12 683 280 16 539 188 4 192 628 1 009.11 1 500.01 111.044 9

USRD 831 306 2 141 150 414 240 62.207 3 189.318 6.688 45

引法，在时间上进行了很大优化，同时增加了空间的开销。

随着图规模的增长，内存算法需要更大内存的计算机。

3.1.1 迭代算法

Node-iterator（点迭代）算法检测每一个顶点的每一对

邻点之间是否有一条边，如果有，那么就得到一个三角形，

反之得不到。 为了使每一个三角形只被计算一次，需要安

排每个顶点的顺序。 Edge-iterator（边迭代）算法迭代所有

边，比较每条边两个顶点的领域，对于一条边｛u，w｝，仅当 υ

同时出现在 Γ（u）和 Γ（w）中，3 点｛u，υ，w｝才组成一个三角形。

Alon、Yuster 和 Zwick 将点迭代和矩阵相乘结合在一

起， 得到 AYZ 算法。 算法将点集分为度数低的顶点集合

Vlow=｛υ∈V：d（υ）≤β｝和度数高的顶点集合 Vhigh=V／Vlow，其中，

β=mγ-1／γ+1，γ 是矩阵乘法指数。 低度数的点集采用标准点迭

代方法，高度数点集采用快速矩阵乘法。 Node-iterator-core

算法是在点迭代的基础上，在每次选择顶点迭代时选择当

前度数最小的顶点， 当此顶点所在的三角形全部被计算

后，将此顶点删除。 Forward 算法是边迭代算法的改进。 在

边迭代算法中，需要将边两个顶点的所有邻接顶点都比较

一下， 在 Forward 算法中只需要比较边迭代中所有邻接顶

点的子集 A。 在这个算法中，由于所有的点都是有顺序的，

所以可以将图视为有向图，方便理解算法过程。 A（υ）的数

据结构的大小是不大于点 υ 的入度。 Latapy M 提出了一个

对 Forward 改进的算法 Compact-forward。 Compact-forward

使用迭代器迭代邻接点的子集，迭代方法和边迭代方法相

同。 邻接点是排序过的，比较语句也在一个可达的确定指

数前停止。虽然时间上界和 Forward 算法相同，但是它不需

要额外的数组，因此节省了时间和空间。

Oracle Labs 的 Sevenich M 提出了 FCNI （fast common

neighbor iteration）算法。 该算法的基准算法是结合点迭代、

边迭代两种迭代算法的 Combined Iterator 算法， 该基准与

前面提到的 Forward 算法类似， 多了邻点选择时的排序。

FCNI 算法指出 Combined Iterator 算法的主要部分是重复

求出不同顶点对的共同邻点，所以想要快速计算三角形的

个数，就需要快速求出顶点对的共同邻点。面临的问题是：

求一个度很高的顶点和其他顶点的共同邻点需要很长的

时间。 于是他们提出了两个方法来解决这个问题：混合线

性扫描二分法和分段索引法。 每个顶点的邻点存储在有序

的邻接数组中， 问题转化为求两个有序数组的共有元素。

当两个数组长度差距过大时，采用二分法，算法从选择长

数组的中间元素和用二分查找短数组开始。 当两个数组度

都较小时，采用线性扫描。 算法又将度数高的顶点构建了

索引，对他们的邻点数组构造了分段索引。 这两个方法的

应用使该算法的运行时间大大减少，在当前内存算法中运

行时间最少。

3.1.2 矩阵相乘算法

在矩阵相乘 （matrix-multiplication）算法中 ，假设 A 是

图 G 的邻接矩阵，A3 对角线上的数字分别代表对应顶点

所在三角形个数的两倍。A3 对角线上的数字之和代表图 G

中三角形个数的 6 倍，因为三角形由 3 个顶点组成，一个

三角形会被重复计算 3×2 次。这会导致算法运行时间达到

O（n3）。 通过快速矩阵相乘的方法可以使运行时间下降。

3.2 外存算法

当图的规模过大或者计算机的内存不足以装下整个

图时 ，采用外存算法是基本策略 。 外存算法需要解决的

问题是保证计算的三角形个数的准确性，同时减少 I／O 操

作。 Chu、Cheng 算法和 MGT 算法都是将图的信息分段载

入内存进行计算。 不同的是，分别用不同的方法保证图中

三角形不被拆开。 前者划分子图时保留了所有顶点的邻

点，后者在有向化图之后载入子图和顶点的邻接表。表 1 是

在 I／O 操作和运行时间方面 ， 对 Chu、Cheng 算法 DGP、

RGP 和算法 MGT 在内存使用率为 25%时， 各算法在不同

数据集上的效果比较，其中，使用的机器是 3 GHz CPU 和

8 GB 的内存。 MGT 算法在 I／O 操作数和运行时间上都优

于 Chu、Cheng 算法。

3.2.1 基于图划分的算法

Chu 和 Cheng 提出了基于图划分的外存图三角计算

算法，该算法首先将整个图划分成几个子图后，存在外存，

子图的规模小，就可以放入内存。 然后依次将每个子图调
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图 2 基于图划分算法划分后的图

图 1 基于图划分算法的原图

图 3 无向图变为有向图

图 4 有向三角形

入内存，计算当前子图中的三角形数量。 为了保证图划分

后不会将三角形拆开，每个子图实际上也保留了当前部分

中所有顶点的邻点 ，如图 1、图 2 所示 。 根据划分图的方

法 ，Chu 和 Cheng 有两种方法 ：DGP （deterministic graph

partition）和 RGP（randomized graph partitioning）。 前者采用

确定方法划分子图，后者采用随机方法划分子图。 划分子

图是一个难题，如果某部分子图的邻点很多，会使算法的

时空效率变高。

3.2.2 有效 I／O 算法

Hu X C 和 Tao Y F 设计了一种有效 I／O 算法，计算三

角形算法 MGT（massive graph triangulation），这是针对静态

的图。 这个算法与 Chu 的算法有明确的不同。 他们将无向

图以有向图的形式表现出来，如图 3 所示。 有向图的有向

边是根据无向图顶点的度和编号设置指向的。 例如，当顶

点 a 的度小于 b 的度或者 a 的度等于 b 的度但 a 的编号

小于 b 的编号，定义 a＜b，此时无向边 ｛a，b｝在有向化后是

a 指向 b。 无向三角形 ∆uυw 变为有向三角形 *∆uυw，当 u＜υ＜

w，其中，顶点 u 被称为 （cone vertex 锥顶点 ），边 ｛υ，w｝被称

为（pivot edge 中枢边），如图 4 所示。 算法的准备工作是将

无向图根据规则进行有向化， 并以邻接表的形式存储，每

一个顶点的邻接表只存它的出—邻居（即它指向的顶点）。

MGT 算法是逐步将有向图中的边载入内存， 根据需要从

外存载入关联的顶点，计算出三角形的数量。 具体过程是：

· 将有向图中的一部分边载入内存；

· 得出当前内存中的边所在的顶点；

· 对于每一个顶点 υ，从外存中得到它的邻接表（出—

邻接表），将其出—邻居与内存中的顶点做交集。 将

顶点 υ 到交集得到的顶点所成的边与当前载入内

存中的有向图的边做并集，找出其中以 u 为锥顶点

的三角形个数，并释放相应的空间。

MGT 算法可以正确地找出所有的三角形，因为第一步

保证了每一条有向图的边都可以在一个独特的迭代中

载入内存。 同时第二步保证了可以找出以当前载入内存

的边为中枢边的三角形。 MGT 算法在 I／O 和 CPU 上都非

常高效。
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图 5 顶点平均分为 p 个部分（p=4） 图 6 3-partition Gijk

图 7 2-partition Gij

3.3 分布式算法

由于分布式算法的普及 ， 一些研究使用 MapReduce

算法计算图三角。 目前使用 MapReduce 框架的算法是基

于图划分来分析问题的 。 在某些方面加快了计算算法 ，

但 同 时 也 出 现 了 一 些 问 题 。 接 下 来 介 绍 3 种 基 于

MapReduce 框架的算法。这 3 个算法有一个共同的基础，

是图的分割。 图的分割算法是先将顶点均分为 p 个部分

（partition），V=V1∪V2∪…∪Vp， 其中 ， 当 i≠j 时 ，Vi∩

Vj=Φ。 同 时 定 义 Vijk=Vi∪Vj∪Vk，Eijk=｛（u，w）∈E：u，w∈

Vijk｝，Gijk=（Vijk，Eijk）。 Gijk 叫做 3-partition， Gij 是 2-partition，Gi

是 1-partition，Gijk 和 Gij 的含义如图 5、图 6、图 7 所示。GP

算法是三角形计算在 MapReduce 上的初次应用 ，GP 算

法有很多冗余计算 。 TTP 算法发现 GP 算法有很多冗余

计算 ， 原因是在 map 阶段输出了重复的边 。 为了避免

GP 算法冗余计算的产生 ，TTP 算法定义了 3 个类型的

三角形 。CTTP（colored triangle type partition）算法是针对

GP 算法的 “curse of the last reducer”而被提出的 ，避免

了不均衡。 表 2 是在时间和每轮 MapReduce 中数据 shuffle

大小上 ， 对 GP、TTP、CTTP 算法的比较 。 运行平台是

Hadoop，集群由 40 台机器组成，每台机器的内存为 4 GB。

由表 2 可见 ，CTTP 算法在时间和空间上都优于GP、TTP

算法 。
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表 2 GP、TTP、CTTP 算法的比较

数据集
时间／min 每轮 MapReduce 中数据 shuffle 的大小／GB

GP TTP CTTP GP TTP CTTP

LJ 1 1 1 24.4 4.6 4.5

PhoneCall 11 6 6 104 79 69.5

Twitter 302 162 92 2 140 1 300 31.5

SubDomain 1 496 455 218 4 038.4 2 280.6 56.8

图 8 3＇-partitionGijk＇

3.3.1 GP 算法

Suri 和 Vassilvitskii 使用 MapReduce 框架提出了 GP

（graph partition）算法。 算法的第一步是将图中的顶点划分

为 p 个部分，Gi=（Vi，Ei），其中，0＜i≤p，所以每个部分含有几

乎相同数目的顶点 。 GP 算法使用内存算法计算每一个

3-partition Gijk 中三角形的数目，其中，0＜i＜j＜k≤p。 最后根

据三角形的顶点是否被分到同一个部分， 将结果整合起

来，得出最终的结果。 如果三角形的 3 个顶点都出现在同

一个部分中 ，那么对于 3-partition Gijk，此三角形便被计算

了 3 次。

3.3.2 TTP 算法

Park 和 Chung 针 对 GP 算 法 的 不 足 提 出 了 TTP

（triangle type partition）算法。 Park 和 Chung 认为 GP 算法

有很多冗余计算，比如上面提到一个三角形可能被计算多

次。 他们发现三角形被计算多次的原因是，在 map 阶段输

出了重复的边。 为了避免这个情况的产生，TTP 算法定义了

3 种类型的三角形。 第 1 类三角形是三角形的 3 个点在同

一个部分中； 第 2 类三角形任意两个顶点在同一个部分

中，另一个在其他部分中；第 3 类三角形是指 3 个顶点都

在不同的部分中 。 GP 算法就是重复计算了第 1 类和第

2 类三角形 。 TTP 算法为了避免过多的重复计算 ，定义

了 inner-edge：边的两个顶点在一个部分中 ，相反的即是

outer-edge。 图 8 表示不含 inner-edge 的 3＇-partition。 TTP

算 法 在 2-partition 中 计 算 第 1 类 、 第 2 类 三 角 形 ，在

3 ＇ -partition 中计算第 3 类三角形， 因此减少了冗余计算，

减少了时间复杂度。

3.3.3 CTTP 算法

Park和 Silvestri针对GP算法的 “curseofthelast reducer”，

提出了 CTTP（colored triangle type partition）算法，是第一个

保证了每个 reducer 的最大输入的算法 。 该算法是在

MapReduce 的计算模型 MR（m，M）中提出来的 ，其中 ，m 是

每个 mapper 或者 reducer 需要的空间，M 是整个计算中需

要的空间。 本算法进行 R 次 MapReduce 过程。 CTTP 算法

从 4-wise 独立族函数中随机选择一个颜色函数 h（·），进行

顶点划分。 CTTP 算法在 TTP 算法基础上， 将问题分解为

K=
p（）
3

+
p（）
2

=p（p2-1）／6 子问题。子问题分为两类：一类是（i，

j，k）子问题，用来计算第 3 类三角形；另一类是 （i，j）子问题，

用来计算第 1 类和第 2 类三角形。 CTTP 通过均匀地将 K

个子问题分配给 R=pE／M round 的方法， 解决一个子问题

只需要一个 reducer 的问题。 如果 R 不是 2 或者 3，那么每

一个 round 解决 K／R 个子问题 。 这个算法保证了每一个

mapper 发出同样数量的数据对。因此这个算法避免了被一

些慢的 mapper 延迟了计算。

4 近似计算图三角

由于准确计算图三角的时空复杂度很大，同时很多应

用只需要近似得到图三角的数量，所以近年来近似算法得

到了很多关注。 本文将近似计算图三角算法分为辅助算

法、非流式算法和流式算法 3 个类别进行介绍。
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4.1 辅助算法

辅助算法是指这类算法经常被其他计算图三角算法

引用，常常作为其他算法的一部分。

4.1.1 DOULIN 算法

Tsourakakis C E ， Kang U， Miller G L 和 Faloutsos C

发明了 DOULIN［14］算法。 DOULIN 算法不是处于其他计算

三角形算法的对立面，而是处于所有算法的友好面。 不论

图能装进内存还是装不进，它都非常的实用。 DOULIN 对

每一个边都投掷一枚硬币， 此边被保留的可能性是 p，被

删除的可能性是 1-p。 在最后剩下的图中找到的三角形的

个数乘以 1／p3 就是对原图三角形个数的估计。

4.1.2 Colorful Function 算法

Colorful Funtion（颜色函数） ［15］算法为图中每个顶点分

配一种颜色 ，总的颜色数是 N=1／p，其中 ，p 是一个小于 1

的参数。 当一个边的两个顶点被分配同一种颜色时，这个

边称作是单色的。 然后从所有的单色边中采样 ，计算采

样到的单色边组成的三角形的个数 ， 最后将计算的个

数除以 p2，得出近似估计的三角形个数 。 这个算法的关

键点是关联采样的边 。

4.2 静态算法

静态算法是基于静态图的，适用于离线计算。 目前近

似计算的静态算法只在单机上。 在此方向上的研究较少，

突破也很少，以下介绍的两种方法是有特点的算法。 基于

度的顶点划分的算法实现了时间空间更低的复杂度。随机

矩阵迹算法采用了蒙特卡洛模拟方法。这两种方法均与其

他方法有明显的区别。

4.2.1 基于度的顶点划分算法

Kolountzakis M N ［16］等人研究发现 ，基于度对顶点进

行划分，能得出在计算三角形时更小的运行时间上界。 因

为每个三角形都对应一个三元组，于是他们构造了一个三

元组集合 U，这个三元组集合包括了所有的三角形。 在这

个集合里，均匀地选出一些三元组，标记为 1 到 s。 当第 i

个三元组被采样时，如果它是一个三角形，那么 Xi 为 1；如

果不是，则赋值为 0。 由于是均匀地选取，并且一共得出 t＇

个三角形，那么 E（Xi）=t＇／|U|。因为每个 Xi 都是独立的，所以

通过切诺夫界可以得到：

（1）

由于 |U|≤n3，所以运行时间是 O（n3lgn／（te2））。 根据度划

分顶点得出了 |U|更小的上界。 理由是：对于一个包含 u 的

三元组（u，υ，w），如果 ｛u，υ｝、｛u，w｝∈E，这些三元组中含有 u

的个数最多是 d（u）2。 如果 ｛υ，w｝∈E，那么三元组中含有 u

的个数最多是 m。当 d（u）2＞m 时，后者的界限更紧。所以，当

顶点的度小于 m1／2 时，那么它属于低度顶点，三元组中含

有低度顶点的三角形的个数最多是 m3／2。 当所有顶点度之

和是 2m 时，三元组中含有高度顶点的三角形的个数最多

是 2m3／2。 结合起来，|U|的上界是 3m3／2，所以得到 |U|≤O（m3／

2），时间上界是 O m+ m3／2lgn
te2（ ）。

4.2.2 随机矩阵迹算法

Avron H［17］采用随机矩阵迹的方法去估计大图中三

角形的个数。 该方法依据的是准确计算三角形算法里的

矩阵相乘算法 ， 采用 Monte-Carlo 模拟来估算三角形个

数。 每一个样本需要 O（E）的时间 ，需要 O（e-2lg（1／δ）ρ（G）2）

个样本才能保证 （ε， δ）-approximation，其中 ，ρ（G）是对图 G

稀疏的一种测量。 这个算法很高效，只需要 O（V）的空间和

O（lg2|V|）个样本就能达到一个很好的估算。 一个维数高的

矩阵的立方计算量很大，所以这个算法生成一个随机向量

x=（xk）， 其中 ，xi～N（0，1）（正态分布 ）。 将 y 赋值为 Ax，Ti=

（yTAy）／6，循环 M=|γln2n |次 ，最后三角形的个数估计为 1
M

M

i = 1
∑Ti。

4.3 流式算法

流式算法基于动态图流，与静态算法相比，适用于在线

计算。图流有不同形式，主要分为任意流（arbitrary streams）和

事件流（incidence streams）两类。 在任意流中，边在流中是不

重复的，且是以任意顺序出现的；在事件流中，边是按照每个

顶点的邻边出现的，例如，首先顶点 υ1 的所有邻点出现，接

着 υ2 的所有邻点出现。 υ1，υ2，…，υn 的顺序是由输入方确定

的。 根据算法通过流的次数，可以将算法又分为 one-pass 算

法和 multiple-passes 算法。

下面介绍一个 multiple-passes 采样三角形的算法 ，这

里的流是任意流，算法是 Buriol L S［18］提出的 3-passes 算

法：将流中所有边的数目计算出来，为 |E|；从流中均匀选择

一条边 e=｛a，b｝，也均匀选择出一个顶点 υ，这个顶点属于 V＼

｛a，b｝；如果｛a，υ｝和｛b，υ｝都属于 E，计数 β=1，否则计数 β=0。最

后返回 β 值。 这个算法中有一定数目的估计器（estimator），

每个估计器得到一个 β 值，求出期望 E［β］后 ，三角形的个
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表 3 3 种流式算法的准确度比较

数据集 A. Pavany Laurent Bulteau TRIEST

DBLP 0.19 2.3 5.3

YouTube 4.42 1.7 7.8

数 T＇就估算为 E［β］·|E|·（|V|-2）／3。

multiple-passes 算 法 可 以 合 成 为 one-pass 算 法 ，

Buriol L S 将 3-passes 算法合成的 1-pass 算法是：随机取

一个顶点 υ，并在流中采样一条边｛a，b｝，如果能在接下来的

流中检测到边 ｛a，υ｝和 ｛b，υ｝，则三角形计数 ，否则不计数 。

multiple-passes 算法的消耗多于 one-pass 算法 ［30］。

下面介绍 3种 one-pass算法：基于邻居采样（Neighborhood

sampling）算法、基于 2-path 和图稀疏的算法和 TRIEST 算

法，都与采样有关。 但由于采样方法各不相同，3 种算法的

时空消耗显而易见。基于 2-path 和图稀疏的算法需要存储

多个稀疏图，所以空间消耗很大，TRIEST 算法对每条边的

到来都进行一次邻点交集计算，所以时间消耗很大。 3 种

算法的准确率也有差异。 表 3 是 3 个算法准确度的比较。

对于几种不同的数据集，并没有完全优势的算法。 可见对

于含有不同数据意义的应用，需要采用不同的算法。

4.3.1 基于邻居采样算法

Pavany A 和 Tangwongsan K［19］等人设计了一个时间空

间效率都挺高的图流算法。 这个算法是基于邻居采样的

one-pass 算法：首先从流中随机采样一条边，然后采样和该

边有共同顶点的边。 N（e）表示在流中与边 e 相邻，但是在 e

边后面到来的边。其中，c=c（e）=|N（e）|。数据以块的形式到达，

块的大小是 w。 对于每一个边的到来，设置 r 个估计器，以 m／

（w+m）的概率保留这条边。然后采样边的邻边，以 c+（e）／（c-（e）+

c+（e））的概率从 N（e）∩B 采样一条边。 最后判断这两条边能

否与后来的边组成一个三角形。 这个算法的时间空间复杂

度都是 O（r+w）。

4.3.2 基于 2-path 和图稀疏的算法

Bulteau L 和 Froese V ［20］ 等人设计了一个基于 2-path

采样和图稀疏的方法，来估计动态增删图流中三角形的数

量，采用的是 one-pass。相对基础图流采样对删除边后采样

的子图是否仍存在的未知，图稀疏能处理边的删除。 该算

法最大的挑战是显示了稀疏图中的 2-path 采样几乎等同

于原图的 2-path 采样。 随机选择了大量的 2-path，与用其

中能组成三角形的 2-path 数量去估计传递系数。 对于图流

中 每 一 个 增 删 边 的 到 来 会 更 新 SME （second moment

estimator），图流完全通过将返回整体 2-path 值。与此同时，

用颜色散列 （coloring hash）函数族去稀疏图流 ，得到数个

稀疏图。 对于每一个稀疏图，随机采样一定数目的 2-path

判断是否组成三角形， 并计数。 最后用稀疏图中采样的

2-path 中能组成三角形的数量与采样的 2-path 数量的比

值，与整体 2-path 数量比较，去估计整个图流中三角形的

数量。 该算法得到了图流中计算三角形复杂度的下界。

4.3.3 TRIEST 算法

由于基于采样的流算法，事先都要确定边采样的概率

p，所以会造成一些问题。 如在存储空间有限的情况下，需

要知道流的规模；采样留下的边的规模会增长，如果 p 较

大，会溢出存储空间，如果 p 较小，得到的结果是次优的；

即使设定了特定的 p， 使在流结束时恰好装满存储空间，

得到的结果也不是最好的。 TRIEST 算法针对这些问题提

出了解决方法。

TRIEST ［21］算法是在 one-pass 下的，相对于只有增加边

的流算法 MSCOT［22］，它还有删除边的流，时刻计算三角形

的数量， 并且存储空间是固定的。 该算法采用水库采样

（reservoir sampling）和随机配对 （random pairing）两种采样

方案使得存储空间尽可能多地被利用。 由于是时刻计算三

角形的数量，图采用了时间标记 Gt，每到来一条边，时间增

长一个单位。 该算法默认对一条边的删除一定是在对这条

边增加之后。 如果设定的内存大小是 M，对于当前流入的

插入边 e=｛a，b｝，如果之前图的大小 Gt-1 不大于 M，当前边

被保留。 如果之前的图的大小已经达到过 M， 这时以 M／t

的概率决定直接舍弃当前边，或者选择删除之前图中的一

条边，且插入当前边，这是标准水库采样的应用。若插入了

当前边，便计算当前边是否组成三角形。 对于当前流入的

边是删除边，计算当前边是否在之前流入的图中组成三角

形，如果组成，便减去相应的数量。为保证存储空间在增加

边和删除边的时候都能充分利用设定的内存 ，TRIEST 基

于随机配对做了补偿策略，删除边需要被未来的插入边补

偿。 设置了两个计数器 din 和 dout。 如果之前流入图的大小

Gt-1 已经达到内存大小 M，当前边是一条删除边，如果此删

除边仍在 Gt-1 中，din 加一；如果此删除边之前被替换出去，

不在 Gt-1 中，dout 加一。 之后到来的增加边会根据 din 和 dout

的值被保留或不被保留。 如果 din、dout 之和等于零，增加边

采用标准的水库采样方案。如果不等于零，便以 din／（din+dout）

的概率保留增加边，如果保留，din-1，否则 dout-1。 TRIEST

算法在完全动态的图流中做到了无偏、低方差、高质量的
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表 4 准确计算三角形算法比较

类别 算法 优点 缺点 适用范围

内存算法 FCNI 时间效率高 空间消耗大 内存大，静态图

外存算法 Chu and Cheng 简单易实现 时空消耗大 静态图

MGT I／O 效率高 冗余 静态图

分布式算法 GP 简单易实现 冗余 分布式，静态图

TTP 时间效率高 没有考虑负载均衡 分布式，静态图

GTTP 考虑负载均衡 时间复杂度高 分布式，静态图

表 5 近似计算三角形算法比较

类别 算法 优点 缺点 适用范围

静态算法 Kolountzakis N 时间复杂度低 空间消耗大 静态图

Avron H 时间复杂度低 空间消耗大 静态图

流式算法 Pavany A 空间消耗小 只考虑边插入的情况 支持仅有插入边的图流

Bulteau L 考虑边的插入／删除 空间消耗较大 支持有插入或删除边的图流

TRIEST 考虑边的插入／删除，可设定存储大小 时间消耗较大 支持有插入或删除边的图流

估计。 并且在有数十亿条边的大图中有更小的平均估计

误差。

5 性能比较

综上所述，在计算图三角的算法中，准确计算图三角

与近似计算图三角算法有区别也有联系。 准确计算中，点

边迭代算法和矩阵相乘算法是最基础的算法。但是对于数

据量越来越大的图来说，在普通计算机上运行这些算法的

时间空间复杂度非常高，并不适用。 基于它们的改进算法

FCNI 提供了快速实现求共同邻点的方法， 也使在大规模

图中计算三角形的运行时间大大提高，但是实验机器成本

很高。 外存计算算法很好地解决了图规模过大，普通机器

内存不够用的问题。 Chu 和 Cheng 提出的基于图划分的算

法，一定程度上避免了内存小的问题，但是对于不均匀的

图来说，划分是一个难题。 Hu 提出的有效 I／O 的算法，巧

妙避免了重复计算，时空复杂度为目前最好，且可以移植

到不同平台上进行计算。 GP、TTP 和 GTTP 采用分布式框

架为图三角算法提供了新的平台， 提供了更多的内存，又

可以并行，使时空复杂度减少。 TTP、GTTP 分别针对 GP 的

重复计算和冗余等待时间做了改进，在 MapReduce 框架下

取得了好的效果。 近似计算中，DOULION 算法和颜色函数

对采样很有帮助，被很多其他算法运用。 静态图的计算图

三角算法中， 基于度分割和随机矩阵迹是有特点的方法，

但是空间消耗都较大、效率不高。 部分算法是基于动态图

流的，multiple-passes 算法时空消耗大，更多算法采用的是

one-pass。 近似算法大部分采用采样方法 ， 各有优缺点 。

Pavany A 提出的邻居采样算法的空间效率很高，但是参数

过多。 Laurent 提出的基于 2-path 和图稀疏的算法效果一

般，但首次达到了每边的固定处理时间。 TRIEST 算法是目

前准确率最高的，且可以在固定内存中时刻计算图流中三

角形数量。 近似计算应用范围很广，并且较准确计算来说

需要的时空复杂度明显降低， 但准确度是一个关键问题。

大部分近似算法是在准确计算的基础上进行改进的，如矩

阵迹算法是在矩阵相乘算法上加入了蒙特卡洛方法。 上

文几种采样算法是在点边迭代算法的基础上加入了采

样策略。

本文将近几年的计算图三角算法按准确计算和近似

计算进行了比较，见表 4、表 5。

6 结束语

面对社会网络的快速发展，图的规模越来越大，关于

图的问题也越来越多样化。选择合适图存储模型和计算模

型对图的计算很重要。根据不同的问题需要选择不同的解

决方案，面对新的应用也要研究出新的方法。 近年来出现

的高效的分布式系统为图三角算法提供了新的平台。基于

分布式的三角形计算算法的可行性越来越大，这将会成为

三角形计算的下一个研究重点。
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